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Математика. Вариант-21
10 – 11 класс





Задание 1. (5 баллов) Решить уравнение .
Решение. 

Перепишем уравнение в виде .
тогда








 или 


;		, 


.

Ответ. .





Задание 2. (10 баллов) Известно, что функция  при каждом значении  удовлетворяет равенству. Найти все такие функции .
Решение.

Подставим в уравнение аргумент  и запишем систему уравнений:


 

Решим систему методом исключения неизвестных, умножив второе уравнение на  и сложив результаты



Если то из исходного уравнения получим




Окончательно,



Ответ. 




Задание 3. (15 баллов) Основания AB и CD трапеции ABCD равны 55 и 31 соответственно, а ее диагонали взаимно перпендикулярны. Найти скалярное произведение векторов  и .
Решение.
 (
A
D
C
B
O
)
Рис. 1
Обозначим точку пересечения диагоналей О (рис. 1).


Рассмотрим векторы  и . 
Из подобия треугольников AOB и DOC имеем:



 и 



 и .
Тогда


  и  
Найдем скалярное произведение

.


Так как то .


По определению скалярного произведения векторов, получим   и . 

Треугольник AOB прямоугольный, поэтому .

Итак, 
Ответ. 1705.

Задание 4. (20 баллов) Метровая газовая труба проржавела в двух местах. Определить вероятность того, что все три получившиеся части можно будет использовать в качестве отводов к газовым плитам, если по нормативам плита не должна находиться на расстоянии ближе 25 см от магистральной газовой трубы.
Решение.



Обозначим размеры частей, на которые разрезали трубу ,  и . 





Очевидно, что величины  и могут принимать любые значения из промежутка . Тогда все множество возможных сочетаний  можно изобразить на координатной плоскости  в виде прямоугольного треугольника со сторонами, равными 100 см (рис.2). 
 (
X
Y
100
100
50
50
25
25
0
75
75
)
Рис. 2

Мерой этого множества можно считать площадь этого треугольника см.
Для того, чтобы использовать получившиеся части в качестве отводов для плит, размер каждой из них должен быть не менее 25 см. Множество значений х и у, удовлетворяющих этим условиям, можно описать в виде системы неравенств 



которая отображается на координатной плоскости также в виде прямоугольного треугольника со сторонами 25 см и площадью см2.
Тогда, вероятность того, что размеры разрезанных частей подойдут для отводов плит составит 

.


Замечание. При решении задачи может быть использовано подобие треугольников: коэффициент подобия прямоугольных треугольников с катетами 100 и 25 соответственно равен , значит, их площади относятся как .

Ответ. .

Задание 5. (20 баллов) На торги выставлен лот из трех пакетов акций нефтедобывающих компаний: Разнефти, Дванефти и Тринефти. Суммарное количество акций пакетов Разнефти и Дванефти совпадает с количеством акций в пакете Тринефти. Пакет акций  Дванефти в 4 раза дешевле пакета Разнефти, а их суммарная стоимость совпадает со стоимостью пакета Тринефти. Одна акция Разнефти превышает стоимость одной акции Дванефти на величину от 16 тыс. рублей до 20 тыс. рублей, а цена одной акции Тринефти колеблется в пределах от 42 тыс. рублей до 60 тыс. рублей. Определить, какой наименьший и наибольший процент от общего количества акций в лоте может составлять пакет акций Дванефти.
Решение.
Введем обозначения:
х – цена одной акции Дванефти,
у – цена одной акции Разнефти,
z – цена одной акции Тринефти,
n – количество акций в пакете Дванефти,
m – количество акций в пакете Разнефти.
Остальные условия задачи запишем в виде системы уравнений и неравенств:


 

Необходимо найти пределы изменения величины .


Если удастся найти отношения , то задача будет решена, так как .
Определим сначала, при каких условиях процент акций Разнефти в общем лоте будет наименьшим.





Для этого , если , , следовательно, , .



Если , то , следовательно, .



Тогда, , , .



, , , 



, , .


По условию задачи выбираем , тогда наименьший процент .
Аналогично найдем наибольший процент:





Для этого , если , , следовательно, , .



Если , то , следовательно, .


Тогда, , , ,




, 


По условию задачи выбираем , наибольший процент .
Ответ. В лоте содержится от 12,5% до 15% акций Дванефти от общего их количества.








Задание 6. (30 баллов) В сферу радиуса 6 вписана правильная треугольная призма  с основанием  и боковыми ребрами , , . Отрезок  – диаметр этой сферы. Найти объем призмы, если .
Решение.






Плоскости оснований  и  призмы пересекают сферу по окружностям, описанным около правильных треугольников  и ; пусть их центры – точки  и  соответственно.


Легко показать, что середина  отрезка  является центром сферы (рис. 3).
 (
A
A
1
C
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B
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O
Рис. 3.
)











Проведем через точку  диаметр  окружности с центром в точке . Покажем, что  – диаметр сферы. Действительно, плоскость  перпендикулярна плоскостям основания и, значит, вместе с точкой  содержит отрезок . Т.к. , прямая  пересекает отрезок  в его середине, т.е. в центре  заданной сферы.













Пусть  – проекция точки  на плоскость основания , высота призмы равна , а радиусы окружностей с центрами  и  равны . Рассмотрим треугольники  и . Учитывая, что ,  (треугольник  равносторонний), , по т. Пифагора получаем систему уравнений:







Решая систему, находим, что , . Тогда сторона основания равна , его площадь , и следовательно, объем призмы .

Ответ. .
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