[image: ]

Математика. Вариант-12
10 – 11 класс





Задание 1. (5 баллов) Решить уравнение .
Решение. 

Перепишем уравнение в виде .
тогда








 или 


;		, 


.

Ответ. .

Задание 2. (10 баллов) Задана числовая последовательность:


; .


Найти , если .
Решение. 






С помощью математической индукции докажем, что . Для  это равенство выполняется. Для  . Предположим, что это равенство выполняется для всех , тогда оно должно выполняться и для . Проверим это:




. 


Значит, это равенство выполняется и для . Следовательно, наше предположение, что  верно.



Тогда при и : .
Ответ. 1.







Задание 3. (15 баллов) Функция  удовлетворяет условию: для любых действительных чисел  и  выполняется равенство . Найти значение функции , если , .
Решение. 




Подставляя в заданное равенство пары чисел ,  и , , соответственно, получим





Если , , то , , .





Если , , то , , .




Если взять , , получим , .



Значит, , , .





Т.о., имеем , , , , .
Составим цепочку равенств

,

,

,

,

,

.
Вычисляя в обратном порядке, получим:


, т.е. ;


, т.е. ;


, т.е. ;


, т.е. ;


, т.е. ;


, т.е. .
Ответ. 4041.
Задание 4. (20 баллов) Трехметровая газовая труба проржавела в двух местах. Определить вероятность того, что все три получившиеся части можно будет использовать в качестве отводов к газовым плитам, если по нормативам плита не должна находиться на расстоянии ближе 75 см от магистральной газовой трубы.
Решение.



Обозначим размеры частей, на которые разрезали трубу ,  и. 





Очевидно, что величины  и могут принимать любые значения из промежутка . Тогда все множество возможных сочетаний  можно изобразить на координатной плоскости  в виде прямоугольного треугольника со сторонами , равными 300 см (рис. 1). 
 (
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Рис. 1
Мерой этого множества можно считать площадь этого треугольника 

см2.
Для того, чтобы использовать получившиеся части в качестве отводов для плит, размер каждой из них должен быть не менее 75 см. Множество значений х и у, удовлетворяющих этим условиям, можно описать в виде системы неравенств 



которая отображается на координатной плоскости также в виде прямоугольного треугольника со сторонами  75 см и площадью см2.
Тогда, вероятность того, что размеры разрезанных частей подойдут для отводов плит составит 

.


Замечание. При решении задачи может быть использовано подобие треугольников: коэффициент подобия прямоугольных треугольников с катетами 300 и 75 соответственно равен , значит их площади относятся как .


Ответ. .



Задание 5. (20 баллов) Три компрессорные станции расположены не на одной прямой, но соединены прямолинейными дорогами. Расстояние от первой станции до третьей через вторую втрое длиннее прямолинейного пути между ними; расстояние от первой станции до второй через третью на  км длиннее прямолинейного пути; расстояние от второй станции до третьей через первую равно 60 км. Определить все значения a, для которых было бы возможным указанное расположение компрессорных станций. Вычислить расстояния между компрессорными станциями при .
Решение.
Обозначим за x – расстояние между первой и второй компрессорными станциями,  y – расстояние между второй и третьей, а z – расстояние между первой и третьей (рис. 2). 
 (
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Рис.2
В соответствии с условиям задачи составим систему уравнений:




Из третьего уравнения системы выразим : , получим систему









Тогда, , , .




Определим все значения a, для которых были бы возможным найденные значения ,  и . Используя неравенство треугольника (любая сторона треугольника меньше суммы двух других его сторон), то составим систему неравенств для оценки значения параметра :





Решая эту систему, получим, что .




Вычислим при  расстояния между компрессорными станциями:  км,  км,  км.

Ответ. ; 33 км, 48 км, 27 км.











Задание 6. (30 баллов) В сферу вписана правильная треугольная призма  с основанием  и боковыми ребрами , , . Отрезок  – диаметр этой сферы, точка  – середина ребра . Найти объем призмы, если , .
Решение.	






Плоскости оснований  и  призмы пересекают сферу по окружностям, описанным около правильных треугольников  и ; пусть их центры – точки  и  соответственно.


Легко показать, что середина  отрезка  является центром сферы (рис. 3). 
 (
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Рис. 3.
K
)











Проведем через точку  диаметр  окружности с центром в точке . Покажем, что  – диаметр сферы. Действительно, плоскость  перпендикулярна плоскостям основания и, значит, вместе с точкой  содержит отрезок . Т.к. , прямая  пересекает отрезок  в его середине, т.е. в центре  заданной сферы.













Пусть  – проекция точки  на плоскость основания , высота призмы равна , а радиусы окружностей с центрами  и  равен . Рассмотрим треугольники  и . Учитывая, что  (треугольник  равносторонний), , , по т. Пифагора получаем систему уравнений:







Решая систему, находим, что , . Тогда сторона основания равна , его площадь , и, следовательно, объем призмы .

Ответ. .
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